
OLASILIKVE İSTATİSTİK 

İki Boyutlu Rasgele Değişkenler 

Bir deney yapıldığında, aynı deneyle ilgili birçok rasgele değişkenin aynı 

andaki durumunu düşünmek gerekebilir. Böyle durumlarda iki ya da daha yüksek 

boyutlu rasgele değişkenler ele alınır. Örneğin, bir fabrikada üretilen bir çelik 

parçasının sertliği ve dayanıklılığı ile ilgilenilip, bir tek deneysel netice olarak (sertlik, 

dayanıklılık) ikilisi göz önüne alınabilir. 

 Bir kitleden rasgele seçilen belli sayıdaki işçilerin boy uzunluğu ile ağırlıkları bir 

arada düşünülebilir. 

               

          

olarak tanımlandığında, rasgele seçilen bir işçinin boy uzunluğu ile ağırlığı       ile 

gösterilir ve iki boyutlu rasgele değişken olarak adlandırılır. Yani iki boyutlu rasgele 

değişkenler ele alınır. 

      iki boyutlu rasgele değişkeninin alabileceği değerler       ile gösterilir. 

 

Örnek. İki tane hilesiz madeni para havaya atıldığında üste gelen tura ve yazı 

sayılarıyla ilgilenelim. 

Örnek uzayı, 

  {           } 

olur. 

                              

                              

olarak tanımlandığında, 

  ’in alabileceği değerler         

  ’nin alabileceği değerler         

dir. 

  ile   birlikte düşünüldüğünde,       iki boyutlu rasgele değişkeninin 

alabileceği değerler 

                              

olur. 

 

 



 
 

 

 

Tanım (Ortak olasılık fonksiyonu):       sıralı ikilisi bir   örnek uzayında 

tanımlanan iki boyutlu rasgele değişken olsun.       ‘nin alabileceği değerler 

                        olmak üzere (      )  ise aşağıdaki şartları sağlayan 

 (      )                fonksiyonuna   ve   rasgele değişkenlerinin ortak 

olasılık fonksiyonu denir. 

1)  (      )                (      )               

2) ∑ ∑  (      )
 
      

    

  ve   rasgele değişkenlerinin ortak olasılık fonksiyonu aşağıdaki tabloda 

gösterildiği gibidir. 

                          

                                          

                                          

            

                                          

                              1 

 

Tablonun son sütunundaki olasılıklar,   rasgele değişkeninin olasılık dağılımını 

oluşturur. Buna,   ‘in “ marjinal olasılık fonksiyonu “ denir ve aşağıdaki özelliklere 

sahiptir. 

a)               ∑  (      )
 
    

b) ∑          
    

Benzer biçimde, ortak olasılık tablosunun son satırındaki olasılıklar,   rasgele 

değişkeninin olasılık dağılımını oluşturur. Buna,   ‘in “ marjinal olasılık fonksiyonu “ 

denir ve aşağıdaki özelliklere sahiptir. 

a)  (   )    (  )  ∑  (      )
 
    

b) ∑  (   )    
    

 

 



 
 

 

 

NOT:   ve   kesikli rasgele değişkenlerinin bağımsız olmaları için gerek ve yeter 

şart, tüm (      ) ler için 

 (          )          (     ) 

olmasıdır. 

 

Örnek. İki tane hilesiz madeni para havaya atıldığında  

                              

                              

olarak tanımlandığında, 

a)       rasgele değişkeninin olasılık dağılımını elde ediniz. 

b)   rasgele değişkeninin olasılık fonksiyonunu bulunuz. 

c)   rasgele değişkeninin marjinal olasılık fonksiyonunu bulunuz. 

d)   ve   rasgele değişkenleri bağımsız mıdır? 

 

Çözüm. 

Örnek uzayı:        {           } 

  ’in alabileceği değerler         

  ’nin alabileceği değerler         

 

a) 

        0 1 2        

0 0 0 1/4 1/4 

1 0 2/4 0 2/4 

2 1/4 0 0 1/4 

       1/4 2/4 1/4 1 

 

b) 

                                                                          

                                               

 



 
 

 

 

c) 

                                                                                             

       (  )                                            

 

   d) Tüm (      )  ler için,  (          )          (     )  olup olmadığına 

bakılacak. 

Örneğin,      ve     için 

                ,                ,                

                          

olduğundan   ve   rasgele değişkenleri bağımsız değildir. (   
 

 
 
 

 
   

 

Tanım (Ortak olasılık yoğunluk fonksiyonu):       , düzlemin bir   bölgesinde 

(sayılabilir olmayan bir küme içinde) tüm değerleri alabilen sürekli rasgele değişken 

olsun. Aşağıdaki şartları sağlayan        fonksiyonuna,       rasgele değişkeninin 

ortak olasılık yoğunluk fonksiyonu denir. 

1)                                  

2) ∫ ∫             
 

  

 

  
 

 

Tanım. İki boyutlu sürekli       rasgele değişkeninin ortak olasılık yoğunluk 

fonksiyonu        olsun.   ile   nin marjinal olasılık yoğunluk fonksiyonları sırasıyla, 

           ∫         
 

  
    ve              ∫         

 

  
 

olarak tanımlanır. 

NOT:   ve    bağımsız sürekli rasgele değişkenler ise, 

                           

dir. 



 
 

 

 

Tanım (Ortak dağılım fonksiyonu):        , iki boyutlu (kesikli yada sürekli)  rasgele 

değişken olsun. 

                      

fonksiyonuna       ‘nin ortak dağılım fonksiyonu denir. 

 

NOT:    ve   ‘nin her değeri için, 

                           

ise   ve   rasgele değişkenleri bağımsızdır denir. 

 

      ve      marjinal dağılım fonksiyonları, aşağıdaki biçimde elde edilir: 

      kesikli ise; 

      ∑∑        

 

   

 

   

 

      ∑∑        

 

   

 

   

 

      sürekli ise; 

      ∫∫           

 

 

  

 

      ∫∫           

 

 

  

 

 

 

 



 
 

 

 

Tanım (Koşullu olasılık yoğunluk fonksiyonu): 

      , ortak olasılık yoğunluk fonksiyonu        olan iki boyutlu sürekli 

rasgele değişken ve       ile      sırasıyla   ile   in marjinal olasılık yoğunluk 

fonksiyonları olsun. 

 Verilen bir     için   in koşullu olasılık yoğunluk fonksiyonu 

                    
       

    
              

Verilen bir     için   nin koşullu olasılık yoğunluk fonksiyonu 

                    
       

    
              

olarak tanımlanır. 

 

 

 

Örnek. 

       { 
                            

                                                          
 

veriliyor. 

a)        nin ortak olasılık yoğunlık fonksiyonu olabilmesi için   ne olmalıdır? 

b)   ile   nin marjinal olasılık yoğunluk fonksiyonlarını elde ediniz. 

c)   ve   bağımsız mıdır? 

d)                 

e)          

f)   ile   nin marjinal dağılım fonksiyonlarını bulunuz.. 

g)                    

h)                    

 



 
 

 

 

Çözüm. a)          nin ortak olasılık yoğunluk fonksiyonu olabilmesi için 

∫ ∫             
 

  

 

  
 olmalıdır. 

∫ ∫                 
 

  

 

 

 

 
   bulunur ve 

       { 

 

  
                           

                                                          
 

olur.  

b) 

  in marjinal olasılık yoğunluk fonksiyonu;             ∫         
 

  
  ile 

           ∫
 

  
        

 

 
 

 

  
*(    

  

 
) +  

 

  
(   

 

 
)  

 

           { 

 

  
(   

 

 
 )            

                                 
 

bulunur. 

   nin marjinal olasılık yoğunluk fonksiyonu;             ∫         
 

  
  ile 

           ∫
 

  
        

 

 
 

 

  
*(

  

 
   ) +  

 

  
         

 

           { 

 

  
                  

                                 
 

c) 

                 

 

  
       

 

  
(   

 

 
 )

 

  
        

olduğundan    ve   bağımsız değildir. 



 
 

 

 

d) 

              ∫∫
 

  
           

   

 

 

 

        

e) 

                      ∫ ∫           ∫∫
 

  
          

 

 

 

 

 

  

 

  

 

 
 

  
                   

 

       {

                                                                
 

  
                                       

                                                                   

 

 

f) 

      ∫∫           

 

 ∫∫
 

  
          

 

 

 

 

 

 

  

 

      { 

                                                  
 

  
                         

                                                 

 

 

      ∫∫           

 

 

  

∫∫
 

  
          

 

 

 

 

 

 

      {

                                                  
 

  
                        

                                             

 



 
 

 

 

g) 

        
       

    
              

                 
              

         
 

∫ ∫
 

  
          

 

   

 

 

∫
 

  
         

 

   

      

 

h) 

                 
              

       
 

∫ ∫
 

  
          

   

 

 

 

∫
 

  
(   

 

 
 )   

 

 

      

 

 

 

 

 

 

 

 


