OLASILIKVE ISTATISTIK

iki Boyutlu Rasgele Degiskenler

Bir deney yapildiginda, ayni deneyle ilgili bircok rasgele degiskenin ayni
andaki durumunu digunmek gerekebilir. Boyle durumlarda iki ya da daha yuksek
boyutlu rasgele degiskenler ele alinir. Ornegin, bir fabrikada Uretilen bir gelik
parcasinin sertligi ve dayaniklihdi ile ilgilenilip, bir tek deneysel netice olarak (sertlik,
dayaniklilik) ikilisi gz 6nune alinabilir.

Bir kitleden rasgele secilen belli sayidaki iggilerin boy uzunlugu ile agirliklari bir
arada dusundalebilir.

X : Boy uzunlugu

Y : Agirlik
olarak tanimlandiginda, rasgele segcilen bir is¢inin boy uzunlugu ile agirhgr (X,Y) ile
gOsterilir ve iki boyutlu rasgele degisken olarak adlandirilir. Yani iki boyutlu rasgele
degigkenler ele alinir.

(X,Y) iki boyutlu rasgele degiskeninin alabilecegi degerler (x, y) ile gosterilir.

Ornek. iki tane hilesiz madeni para havaya atildiginda (ste gelen tura ve yaz
sayilariyla ilgilenelim.
Ornek uzayi,

S ={TT,TY,YT,YY}
olur.

X : Uste gelen turalarin sayisi

Y : Uste gelen yazilarin sayist
olarak tanimlandiginda,

X 'in alabilecegi degerler x = 0,1, 2

Y ’nin alabilecedi degerler y = 0,1, 2
dir.

X ile Y birlikte disundldigunde, (X,Y) iki boyutlu rasgele degiskeninin
alabilecegi degerler

(x,y)=(0,2), (1,1), (2,0)

olur.



Tanim (Ortak olasilik fonksiyonu): (X,Y) sirali ikilisi bir S 6rnek uzayinda

tanimlanan iki boyutlu rasgele degisken olsun. (X,Y) ‘nin alabilecegi dederler
i=12,..,mvej=12,..,n olmak Uzere (x;, y;) ise asagidaki sartlari saglayan
f(xl-, yj) = P(X =x;,Y =y;) fonksiyonuna X ve Y rasgele degiskenlerinin ortak

olasilik fonksiyonu denir.

1) f(xirYj) =0 , tim (xi,yj) ciftleriigin
2) Z?ilZ’}:lf(xi,yj) =1

X ve Y rasgele degiskenlerinin ortak olasilik fonksiyonu asagidaki tabloda

gOsterildigi gibidir.

X\Y Y1 Y2 Yn P(X =x)
X1 f(x1,y1) f(x1,y2) f(X1,¥n) f(x1)
X2 f(x2,y1) f(x2,y2) f(X2,¥n) f(x2)
Xm f(XmJY1) f(XmJYZ) f(xm:Yn) f(xm)
P(Y =y) f(y1) f(y2) fm) 1

Tablonun son sutunundaki olasiliklar, X rasgele degigskeninin olasilik dagilimini
olusturur. Buna, X ‘in “ marjinal olasilik fonksiyonu “ denir ve asagidaki Ozelliklere

sahiptir.

a) f(x;) = filx) = 1j1=1f(xi'3’j)
b) Yizif(x;) =1

Benzer bicimde, ortak olasilik tablosunun son satirindaki olasiliklar, Y rasgele
degdiskeninin olasilik dagiimini olusturur. Buna, Y ‘in “ marjinal olasilik fonksiyonu “

denir ve asagidaki dzelliklere sahiptir.

a) f(y;)=r0) =20 f(x.y;)
by ¥ f(y;) =1



NOT: X ve Y kesikli rasgele degiskenlerinin bagimsiz olmalar i¢in gerek ve yeter

sart, tim (x;,y;) ler igin
P(X=x;,Y =y;)) =PX =x)P(Y =)

olmasidir.

Ornek. iki tane hilesiz madeni para havaya atildiginda
X : Uste gelen turalarin sayist
Y : Uste gelen yazilarin sayist
olarak tanimlandiginda,
a) (X,Y) rasgele degiskeninin olasilik dagilimini elde ediniz.
b) X rasgele degiskeninin olasilik fonksiyonunu bulunuz.
c) Y rasgele degiskeninin marjinal olasilik fonksiyonunu bulunuz.

d) X veY rasgele degiskenleri bagimsiz midir?

Cozim.
Ornek uzay:: S ={TT,TY,YT,YY}
X 'in alabilecegi degerler x = 0,1, 2

Y 'nin alabilecegi degerler y = 0,1, 2

a)
X\ Y 0 1 2 P(X = x)
0 0 1/4 1/4
1 0 214 0 214
2 1/4 0 0 1/4
P(Y = y) 1/4 2/4 1/4 1
b)
X =x | 0 1 2

f(x)=P(X=x)‘ 1/4 2/4 1/4



c)

Y=y 0 1 2

fO =) =P¥ =y) | 1/4 2/4 1/4

d) Tam (x;,y;) ler igin, P(X =x;,Y =y;) = P(X = x)P(Y =y;) olup olmadigina

bakilacak.

Ornegin, x = 0ve y = 0 igin

P(X=0,Y=0)=0 , PX=0)=1/4 , P(Y=0)=1/4
P(X=0,Y =0) £ P(X =0)P(Y = 0)

oldugundan X ve Y rasgele degiskenleri bagimsiz degildir. (0 # i %)

Tanim (Ortak olasilik yogunluk fonksiyonu): (X,Y) , dizlemin bir D bodlgesinde
(sayilabilir olmayan bir kiime icinde) tim degerleri alabilen slrekli rasgele degisken
olsun. Asagidaki sartlari saglayan f(x,y) fonksiyonuna, (X,Y) rasgele degiskeninin

ortak olasilik yogunluk fonksiyonu denir.

1) f(x,y)=0 , tum(x,y) € D icin
2) [ 5 f e y)dydx =1

Tanim. Iki boyutlu slrekli (X,Y) rasgele degiskeninin ortak olasilik yogunluk

fonksiyonu f(x,y) olsun. X ile Y nin marjinal olasilik yogunluk fonksiyonlari sirasiyla,
90 = £, = [T fy)dy ve h®) =f0)= [, f(xy)dx
olarak tanimlanir.
NOT: X ve Y bagimsiz surekli rasgele degiskenler ise,
fx,y) =g@h@y) = () f»)

dir.



Tanim (Ortak dagilim fonksiyonu): (X,Y), iki boyutlu (kesikli yada surekli) rasgele

degisken olsun.
FX,Y)=P(X<x, Y<Y)

fonksiyonuna (X,Y) ‘nin ortak dagilim fonksiyonu denir.

NOT: X veY ‘nin her degeri igin,
F(X,Y) =F(X)F(Y) = Fx(X)Fy(Y)

ise X ve Y rasgele degiskenleri bagimsizdir denir.

F(X) ve F(Y) marjinal dagilim fonksiyonlari, asagidaki bicimde elde edilir:

(X,Y) kesikli ise;

Fx(X) = zx:zn:f(ui'}’j)

i=1 j=1

Fy(Y) = izy:f(xi,vj)
i=1 j=1

(X,Y) surekli ise;

Fe(X) = f | rauyadydu

-0y

Fy,(Y) = fyff(x,v)dxdv

—00 X



Tanim (Kosullu olasilik yogunluk fonksiyonu):

(X,Y) , ortak olasilik yodunluk fonksiyonu f(x,y) olan iki boyutlu surekli
rasgele degisken ve g(x) ile h(y) sirasiyla X ile Y in marjinal olasihik yogunluk

fonksiyonlari olsun.

Verilen bir Y = y igin X in kosullu olasilik yogunluk fonksiyonu

fy)

g(X/Y=y)=g(x/y) = )

, h(y) >0

Verilen bir X = x i¢in Y nin kosullu olasilik yogunluk fonksiyonu

fQxy)
h(Y/X=x)=h(y/x) = , g(x)>0

/ v/ 700) g(x)
olarak tanimlanir.
Ornek.

(k(x2—-y); 1<x<3, 0<y<l1

feoy) = { 0o diger d.

veriliyor.

a) f(x,y) nin ortak olasilik yogunlik fonksiyonu olabilmesi i¢in k ne olmahdir?
b) X ile Y nin marjinal olasilik yogunluk fonksiyonlarini elde ediniz.

c) X veY bagimsiz midir?

d P(X<2,y<05)=?

e) F(X,Y) =2

f) X ile Y nin marjinal dagilim fonksiyonlarini bulunuz..

g PX>2/y>05)=?

h) P(Y <04 / x>2)=?



Cozum. a) f(x,y) nin ortak olasilik yogdunluk fonksiyonu olabilmesi icin

I= 7 fCxy)dydx = 1 olmaldir.

f13 fol k(x* —y)dydx =1=k = 23—3 bulunur ve

3

Z—y); 1 ) 1
Flx,y) = 23(x y) <x<3 0<y<

0 ; diger d.
olur.
b)

X in marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu; g(x) = f,(x) = ffooof(x, y)dy ile

00 = 1.0 = [ 7 =ty = 2 (v -2 = 4 (0 -2)

3(21) 1<x<3
23\* 7)) 15X

g(x) = fx(x) ={ 3
0 , diger d.

bulunur.

Y nin marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu; h(y) = f,(y) = ffooof(x, y)dx ile
3

Mﬁ=@@ﬁ#§3ﬁ—ww=%(§—wﬂ=g@&4w
{

1
—(26—-6y), 0<y<1
23( y) y

h() = f,(y) = {
0 , diger d.

C) ?

fx,y) = gGOh(y)

3(2 )¢3(2 1>1266
3 =W #F o3 (x =5 )33 Y)

oldugundan X ve Y bagimsiz degildir.



d)

205
P(X<2, y<05)—ff—(x — y)dydx =0.13586

e)

FX,)Y)=PX<x, Y<y)= f ff(xy)dydx—]]—(x — y)dydx

—00 — 00

1 3 2 2
=%(2x y —3y°x + 3y° — 2y)

0 ;o x<1, y<0

1
F(X,Y) = E(2x3y—3y2x+3y2—2y); 1<x<3, 0<y<1
1 ;0 x=23 ,y=21

f)

Fy(X) = f | £ ydydu = f f = (u? - y)dydu =

ooy
0 ;o x<1

1
Fx(X) = E(2x3—3x+1) S 1<x<3,
1 ; x =3

F,(Y) = ij(x v)dxdvj f—(x —v)dxdv =

oo x
0 ; y<0

1
Fp(Y) = E(SZy—6y2) ; 0<y<1
1 ; y=1



g9)

h)

P(X>2/Y>05)=

P(Y<04 /) X>2)=

)
g(x/y) = )

3
PX>2,Y>05) [, Joso5(&* —y)dydx

» h(y) >0

1 3

P(Y > 0.5)

3 0043
P(X>2,Y<04) [, J, & —ydydx

1 1
Jo.s35 (26 — 6y)dy

P(X>2)

fj%(xz _%)dx

0.64

0.42



